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Resum
Paraules clau: anell, grup, cos, domini, abelia`, commutatiu, ideal, primer, maximal, quocient,
radical, noetheria`, mo`dul.
MSC2000: 13-00, 13A99, 13E05.
Aquest treball e´s una introduccio´ a l’A`lgebra Commutativa. Partint d’un nivell d’a`lgebra ba`sica
es defineixen i es desenvolupen els conceptes d’anells i ideals. Es construeix tota una estructura
que tracta els conceptes d’anell quocient, ideals primers, ideals maximals, subconjunts multi-
plicatius, radical i extensio´ i contraccio´ d’ideals. A trave´s d’aquest conceptes arribem als dos
primers resultats cla`ssics que tractem en el treball: el lema d’evitacio´ de primers i el teorema
xine`s del residu. En aquest punt, s’arriba a la part me´s interessant del treball on s’introdueixen
els conceptes me´s importants per assentar les bases de l’A`lgebra Commutativa, els anells noethe-
rians, i s’arriba al resultat me´s important de tot el treball, el teorema de la base de Hilbert.
Finalment, s’introdueix el concepte de mo`dul i s’amplia al de mo`dul quocient per poder arribar
al quart i u´ltim resultat estudiat, el lema de Nakayama.
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Abstract
Keywords: ring, group, field, domain, commutative, ideal, primer, maximal, quotient, radical,
noetherian, module.
MSC2000: 13-00, 13A99, 13E05.
This project is an introduction to Commutative Algebra. Starting from a level of basic al-
gebra are defined and developed the concepts of rings and ideals. We build a structure that
treats the concepts of quotient ring, prime ideals, maximal ideals, multiplicative subsets, radical
and extension and contraction of ideals. Through these concepts, we found the first two classical
results discussed in this project: the prime avoidance lemma and the chinese remainder theorem.
At this point, we come to the most interesting part of the project that it introduces the most
important concepts of commutative algebra, Noetherian rings, and we found the most important
result of this project, the Hilbert basis theorem. Finally, we introduce the concept of module
and quotient module to reach the fourth and final study result, the Nakayama’s lemma.
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Introduccio´
L’objectiu d’aquest treball e´s presentar quatre resultats d’A`lgebra Commutativa, considerats
com a cla`ssics en aquesta a`rea, com a fil conductor per a fer una introduccio´ a la teoria d’anells
commutatius.
Comenc¸arem posant les bases de l’A`lgebra Commutativa parlant d’anells i ideals. Aix´ı constru-
irem i desenvoluparem tota una estructura fins arribar als quatre resultats segu¨ents:
• Lema d’evitacio´ de primers. Un resultat te`cnic de gran utilitat en l’estudi dels divisors de
zero.
• Teorema xine`s del residu. Aquest teorema s’utilitza en la resolucio´ simulta`nea de sistemes
de congrue`ncies.
• Teorema de la base de Hilbert. Sens dubte el resultat me´s important de tots els que
presentarem. E´s un resultat no constructiu, pero` demostra l’existe`ncia d’un nombre finit
d’elements que generen l’anell de polinomis sobre un anell noetheria`.
• Lema de Nakayama. E´s un resultat de gran importa`ncia en l’estudi dels anells commutatius
unitaris, en particular en els anells locals. S’utlitza, per exemple, per a comparar mo`duls.
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Notacions i convencions
La nostra convencio´ sera` que els anells so´n commutatius i tenen element neutre. Per tant quan
parlem d’“anell”parlarem d’“anell commutatiu amb unitat”.
Un element e d’un anell A e´s un element neutre si ea = a = ae per a tots els elements a de
l’anell. Generalment es denota com 1A o simplement 1.
Els homomorfismes d’anells respecten els elements neutres.
Una unitat o element invertible d’un anell e´s un element que admet invers.
Els elements invertibles d’un anell A formen un grup, que denotem per A∗.
Els ideals els denotarem com a, b, c, m, p...
N = {0, 1, 2, ...}.
Z denota l’anell dels nombres enters.
X ⊂ Y o be´ X ⊆ Y , vol dir que X e´s subconjunt de Y .
X
def
= Y , X e´s igual a Y o esta´ definida com a Y .
X ≈ Y , X e´s isomorf a Y .
X ' Y , X i Y so´n cano`nicament isomorfs.
AB, fa refere`ncia a elements de A que no so´n de B, suposant B ⊂ A.
El final d’una demostracio´ es denota amb .
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Preliminars
• Una operacio´ interna en A e´s una aplicacio´ f : A × A −→ A tal que per a cada parell
d’elements d’A, f associa un element d’A de manera u´nica.
• Un grup e´s un conjunt G amb una operacio´ interna •, (G, •), que forma un altre element
denotat a • b o ab.
(a, b) 7−→ f(a, b) = a • b
Per poder-se qualificar com a grup, el conjunt i l’operacio´ (G, •), han de satisfer els req-
uisits segu¨ents coneguts com els axiomes de grup:
Propietat associativa.
∀a, b, c ∈ G, es compleix l’equacio´ (a • b) • c = a • (b • c).
Element neutre o unitat.
Hi ha un element e ∈ G, tal que ∀a ∈ G, es compleix l’equacio´ e • a = a • e = a. L’element
neutre d’un grup G s’escriu sovint com 1 o 1G.
Element invers.
∀a ∈ G, ∃b ∈ G tal que a • b = b • a = e.
L’ordre en que` es fa l’operacio´ de grup pot ser significatiu. En altres paraules, a • b
pot ser diferent de b • a. Els grups per als quals l’equacio´ a • b = b • a es compleix sempre
es denominen abelians o commutatius.
• Sigui A un conjunt no buit, i siguin + i ∗ dues operacions internes en A. Es diu que el
conjunt (A,+, ∗) e´s un anell si es compleixen les propietats segu¨ents:
(A,+) e´s un grup commutatiu.
L’operacio´ + te´ el 0 com a element neutre.
Sobre la segona operacio´ interna definim les segu¨ents propietats:
L’operacio´ ∗ e´s associativa. ∀a, b, c ∈ A, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)
L’operacio´ ∗ e´s distributiva respecte de +. ∀a, b, c ∈ A, a ∗ (b+ c) = (a ∗ b) + (a ∗ c) i
(a+ b) ∗ c = (a ∗ c) + (b ∗ c)
I afegint una condicio´ me´s es defineix un anell commutatiu:
L’operacio´ ∗ e´s commutativa. ∀a, b ∈ A, a ∗ b = b ∗ a
• L’anell e´s anell unitari si la operacio´ ∗ te´ un element neutre o unitat, 1A o 1.
• Un cos K e´s un anell commutatiu i unitari on 0 6= 1 i tot element diferent de zero te´ invers
respecte del producte. Hi ha definides dues operacions, + i ∗.
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PRELIMINARS
• Un divisor de zero d’un anell A e´s un element x el qual “divideix a 0”, i.e., per a cada
element x existeix y ∈ A, y 6= 0, tal que xy = 0.
Anomenarem Z(A) = {divisors de zero de A} = {a ∈ A | ∃b ∈ A\{0}, ab = 0}.
• Un anell que no te´ divisors de zero 6= 0 (i en el qual 1 6= 0) s’anomena anell ı´ntegre o
domini d’integritat.
E´s a dir, A e´s anell ı´ntegre o domini d’integritat si A 6= 0 i Z(A) = 0.
El requisit a 6= 0 assegura que el conjunt format nome´s per un zero no sigui un cos i
de pas elimina la possibilitat que en el cos existeixin divisors de zero diferents de 0, el que
converteix el cos en un domini d’integritat.
Directament dels axiomes, es pot demostrar que (K,+) i (K\{0}, ∗) so´n grups commu-
tatius i que per tant l’oposat −a i l’invers a−1 so´n univocament determinats per a. A me´s,
l’invers d’un producte e´s igual al producte dels inversos, (a ∗ b)−1 = a−1 ∗ b−1, sempre que
a i b siguin diferents de zero.
Altres regles u´tils inclouen −a = (−1)∗a i me´s generalment −(a∗ b) = (−a)∗ b = a∗ (−b).
A me´s, a ∗ 0 = 0.
• Siguin (R,+, ∗) i (S,+, ∗) anells. L’aplicacio´ f : R −→ S e´s un homomorfisme d’anells
si es compleix:
f(a+ b) = f(a) + f(b), ∀a, b ∈ R.
f(a ∗ b) = f(a) ∗ f(b),∀a, b ∈ R.
Si R i S son anells unitaris, llavors f(1R) = 1S .
kerf = {x ∈ R | f(x) = 0}
• Lema de Zorn. Sigui S un conjunt no buit parcialment ordenat (i.e., tenim una relacio´
x ≤ y a S que e´s reflexiva i transitiva, i que si x ≤ y i y ≤ x a la vegada aixo` implica que
x = y). Un subconjunt T de S e´s una cadena si per a cada parell d’elements x, y ∈ T , o
be´ x ≤ y o y ≤ x.
Llavors, el lema de Zorn es pot enunciar de la manera segu¨ent: Si cada cadena T de S te´
una cota superior en S (i.e., si existeix x ∈ S tal que t ≤ x,∀t ∈ T ) llavors S te´ almenys
un element maximal.
• La clausura algebraica d’un cos K e´s una extensio´ algebraica de K que sigui algebraica-
ment tancada, e´s a dir, si cada polinomi de grau almenys 1, amb coeficients en K, te´ un
zero en K.
• Usant el Lema de Zorn, pot provar-se que tot cos te´ una clausura algebraica, i que la
clausura algebraica d’un cos K e´s u´nica llevat d’isomorfismes.
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Cap´ıtol 1
Anells i ideals
1.1 Anells i a`lgebres
Sigui A un anell.
Un subanell d’A e´s un subconjunt que conte´ 1A i e´s tancat per la suma, el producte i per la
formacio´ dels negatius.
Una A-a`lgebra e´s un anell B junt amb un homomorfisme d’anells iB : A −→ B.
Un homomorfisme de A-a`lgebres B −→ C e´s un homomorfisme d’anells ϕ : B −→ C tal que
ϕ(iB(a)) = iC(a) ∀a ∈ A.
Es diu que els elements x1, ..., xn de l’A-a`lgebra B generen B si cada element de B pot ser
expressat com un polinomi en xi amb coeficients en iB(A). Escriurem B = (iBA)[x1, ..., xn] =
A[x1, ..., xn].
Un homomorfisme d’anells A −→ B e´s de tipus finit, i B e´s una A-a`lgebra finitament gen-
erada, si B esta` generat per un nombre finit d’elements com a A-a`lgebra.
Un homomorfisme d’anells A −→ B e´s finit, i B e´s una A-a`lgebra finita, si B esta` finita-
ment generat com un A-mo`dul, B =< x1, ..., xn >A= {
∑
aixi | ai ∈ A}. Si A −→ B i B −→ C
son homomorfismes d’anells finits, llavors la seva composicio´ A −→ C tambe´ ho e´s.
B =< x1, ..., xn >A, C =< y1, ..., yr >B⇒ C =< x1y1, ..., x1yr, x2y1, ..., xnyr >A
Sigui k un cos i sigui A una k-a`lgebra.
Quan 1A 6= 0, la funcio´ ϕA : k −→ A e´s injectiva i podem identificar k amb la seva imatge.
Quan 1A = 0, l’anell A e´s l’anell zero 0.
Sigui A[X] l’anell de polinomis en X amb coeficients en A. Si A e´s un domini d’integritat,
llavors grau(fg) = grau(f) + grau(g), i a me´s A[X] e´s tambe´ domini d’integritat. A me´s
A[X]× = A×.
Proposicio´ 1.1.1. Sigui A una k-a`lgebra, on k e´s un cos i suposem que A e´s domini d’integri-
tat.
Si A e´s k-a`lgebra finita, aleshores A e´s cos.
Demostracio´: Prenem x ∈ A, x 6= 0. Volem veure que x e´s invertible.
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Considerem f : A −→ A, tal que y 7−→ xy, aplicacio´ lineal (recordem que A e´s un k-espai
vectorial).
f e´s injectiva ja que si 0 = f(y) = xy, on x 6= 0, com A e´s domini d’integritat, llavors y = 0.
Vegem que tambe´ e´s exhaustiva. Tenim dimkA = dimker(f) + rang(f) < ∞ i dimker(f) =
0⇒ dimIm(f) = dimkA⇒ Im(f) = A⇒ f exhaustiva.
Per tant, 1 ∈ Im(f)⇒ ∃y0 ∈ A tal que 1 = f(y0) = xy0(= y0x)⇒ x e´s invertible. 
Corol·lari 1.1.2. Sigui k −→ A extensio´ algebraica i A un domini d’integritat.
Aleshores A e´s un cos.
Demostracio´: Prenem a ∈ A.
Com que k −→ A e´s extensio´ algebraica ⇒ a e´s algebraic sobre k.
⇒ ∃p(T ) ∈ k[T ], p(T ) 6= 0, tal que p(a) = 0 (i podem suposar que p e´s mo`nic).
an + λn−1an−1 + ...+ λ1a+ λ0 = 0 (podem suposar λ0 6= 0)
an ∈< 1, a, a2, ..., an−1 >k
Multiplicant per a: an+1 = −λn−1an − ...− λ1a2 + λ0a ∈< 1, a, a2, ..., an−1 >k
k[a] =< 1, a, a2, ..., an−1 >k
dimkk[a] = graup(T ) on p(T ) = irreductible(a, k, T )
Per tant, k[a] e´s un subanell de A i e´s una k-a`lgebra finita.
k[a] e´s domini, k[a] ⊆ A domini.
Per tant, k[a] e´s k-a`lgebra, e´s domini d’integritat i dimkk[a] ≤ n
⇒ (proposicio´ anterior) k[a] e´s un cos.
⇒ a te´ invers (∀a) ⇒ A e´s un cos.
Invers de a:
an + λn−1an−1 + ...+ λ1a+ λ0 = 0
⇒ λ0 6= 0, (−1/λ0)an − (λn−1/λ0)an−1 − ...− (λ1/λ0)a = 1
⇒ a((−1/λ0)an−1 − (λn−1/λ0)an−2 − ...− (λ1/λ0)) = 1 
1.2 Productes i idempote`ncies
Definicio´ 1.2.1. Un element e d’un anell A e´s idempotent si e2 = e. El 0 i el 1 s’anomenen
idempotents trivials.
Definicio´ 1.2.2. Els elements idempotents e1, ..., en so´n ortogonals si eiej = 0 per a i 6= j.
Qualsevol suma d’idempotents ortogonals e´s idempotent.
Definicio´ 1.2.3. Un conjunt e1, ..., en d’elements idempotents ortogonals e´s complet si e1 +
...+ en = 1.
12
Cap´ıtol 1. ANELLS I IDEALS 1.2. PRODUCTES I IDEMPOTE`NCIES
Tot conjunt d’idempotents ortogonals es pot convertir en un conjunt complet afegint l’element
idempotent e = 1− (e1 + ...+ en).
(Demostracio´: e·ei = (1−
∑
ej)ei = ei −
∑
ejei = ei − e2i = 0)
Exemple: Si A = A1 × ... × An, producte directe d’anells on (a1, ..., an) + (b1, ..., bn) =
(a1 + b1, ..., an + bn), (a1, ..., an)·(b1, ..., bn) = (a1·b1, ..., an·bn) i 1A = (1A1 , ..., 1An). Llavors
els elements
ei = (0, ...,
i
1, ..., 0), 1 ≤ i ≤ n,
formen un conjunt complet d’idempotents ortogonals en A, e´s a dir, e2i = ei, eiej = 0,
∑
ei = 1
∀i.
Proposicio´ 1.2.4. Sigui A un anell i e ∈ A, e2 = e, e 6= 0, 1.
Aleshores, A ' A1 ×A2.
Demostracio´: Prenem f = 1− e.
f2 = (1− e)2 = (1− e)(1− e) = 1− e− e+ e2 = 1− e = f .
e·f = e(1− e) = e− e2 = 0.
e+ f = e+ (1− e) = 1.
Volem veure que A1 ' Ae i A2 ' Af so´n anells. (No subanells!)
Sigui A1 := Ae = {ae | a ∈ A} ⊆ A.
Vegem que A1 e´s anell:
Suma en A1:
Ae×Ae→ Ae
(ae, be) 7→ ae+ be = (a+ b)e
E´s la suma de A restringida en A1 per tant e´s associativa i commutativa, ja que val en A.
0·e = 0 ∈ A1.
−(ae) = (−a)e
(Ae,+) e´s grup commutatiu.
Producte en A1:
Ae×Ae→ Ae
(ae, be) 7→ (ae)(be) = aebe = abee = abe2 = abe
El producte e´s associatiu i commutatiu perque` val en A.
El neutre e´s e: (ae)e = ae2 = ae i e(ae) = ae2 = ae.
Compleix la propietat distributiva: (ae+ be)ce = ace+ bce = (ae)(ce) + (be)(ce).
A1 e´s anell commutatiu amb element unitat e.
A1 no e´s subanell de A ja que si apliquem la inclusio´ el neutre de A1 (que e´s e) no va a parar al
neutre de A (que e´s 1A).
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Ana`logament, Af e´s anell.
Tenim Ae i Af anells i considerem el producte Ae×Af .
φ : A→ Ae×Af
a 7→ (ae, af)
ae+ bf 7→ ((ae+ bf)e, (ae+ bf)f) = (ae, bf)
ψ : Ae×Af → A
(ae, bf) 7→ ae+ bf
φ(a+ b) = ((a+ b)e, (a+ b)f) = (ae+ be, af + bf) = (ae, af) + (be, bf) = φ(a) + φ(b)
φ(a·b) = ((a·b)e, (a·b)f) = (ae·be, af ·bf) = (ae, af)·(be, bf) = φ(a)·φ(b)
φ(1) = (1e, 1f) = (e, f)
φ morfisme d’anells.
ker(φ) = 0, 0 = φ(a) = (ae, af) = (0, 0) ⇒ ae = 0 i af = 0 = a(1 − e) = a − ae =
a− 0 = a⇒ a = 0
Imφ = Ae×Af
(ae, bf) = φ(ae+ bf) ja que φ(ae+ bf) = ((ae+ bf)e, (ae+ bf)f) = (ae, bf) 
Exercici: Sigui f : A −→ B un morfisme d’anells bijectiu.
Aleshores, f−1 : B −→ A tambe´ e´s morfisme d’anells.
Demostracio´: Vegem que l’antiimatge de la suma e´s la suma d’antiimatges:
f−1(x + y) = f−1(f(a) + f(b)) ja que x i y so´n elements de B, per tant per hipo`tesi provenen
d’algun element de A, e´s a dir, x = f(a) i y = f(b), i a me´s a = f−1(x) i b = f−1(y).
Com que f e´s morfisme d’anells tenim:
f−1(x+ y) = f−1(f(a) + f(b)) = f−1(f(a+ b)) = a+ b = f−1(x) + f−1(y)
De manera ana`loga es comprova el producte:
f−1(x·y) = f−1(f(a)·f(b)) = f−1(f(a·b)) = a·b = f−1(x)·f−1(y)
I per u´ltim comprovem l’antiimatge de l’element neutre:
Com que f(1A) = 1B, aleshores f
−1(1B) = 1A. 
Proposicio´ 1.2.5. Sigui A un anell on ∃e1, e2, ..., en un sistema complet d’indempotents ortog-
onals de A.
Aleshores, A ' Ae1 × ...×Aen on Ai ' Aei, Aei = {aei | a ∈ A} ⊆ A.
Pero` Aei no e´s un subanell de A si n 6= 1 perque` el seu element neutre e´s ei 6= 1A. Tot i
aix´ı, l’aplicacio´ a 7→ aei : A −→ Aei converteix Aei en un quocient A.
1.3 Ideals: definicio´, suma i producte
Sigui A un anell.
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Definicio´ 1.3.1. Un ideal a en A e´s un subconjunt no buit tal que
• (a,+) e´s grup.
• Si a ∈ a i r ∈ A⇒ ra ∈ a.
Definicio´ 1.3.2. {0} i A so´n ideals, i s’anomenen ideals trivials de l’anell A.
Definicio´ 1.3.3. Anomenem ideal propi a tot ideal a, a 6= A.
Definicio´ 1.3.4. L’ideal generat per un subconjunt S de A e´s la interseccio´ de tots els
ideals a que contenen S.
〈S〉 = ⋂a⊃S a = {∑′ risi | ri ∈ A, si ∈ S}
Observacio´: E´s fa`cil verificar que, en efecte, aixo` e´s un ideal, i consisteix en totes les sumes
finites de la forma
∑
risi amb ri ∈ A, si ∈ S.
L’ideal generat pel conjunt buit e´s l’ideal zero 0.
Quan S = {a, b, ...}, escribim (a, b, ...) per denotar l’ideal generat per S.
Definicio´ 1.3.5. Un ideal e´s principal si esta` generat per un u´nic element.
Per tant, un ideal (a) e´s propi ⇔ a no e´s una unitat.
Aix´ı doncs, un anell A e´s un cos ⇔ 1A 6= 0 i A no conte´ ideals propis diferents de 0.
Definicio´ 1.3.6. Suma d’ideals Siguin a i b ideals de A. El conjunt {a+ b | a ∈ a, b ∈ b} e´s
un ideal, que es denota a + b.
Observacio´: a + b =< a ∪ b >= ⋂I⊃a∪b I
Demostracio´:
⊆: Si x ∈ a + b⇒ x = a+ b, amb a ∈ a i b ∈ b.
Si I ⊃ a ∪ b llavors a ∈ a ⊆ I, b ∈ b ⊆ I, I ideal ⇒ a+ b ∈ I ⇒ x = a+ b ∈ ⋂I⊃a∪b I
⊇: Si x ∈ ⋂I⊃a∪b I ⊆ a + b perque` a + b e´s un ideal que conte´ a ∪ b. 
Definicio´ 1.3.7. Producte d’ideals Siguin a i b ideals de A. El conjunt {ab | a ∈ a, b ∈ b}
e´s un ideal i es denota com ab.
Observacio´: E´s clar que ab esta` format per sumes finites
∑
aibi, amb ai ∈ a i bi ∈ b. Si
a = (a1, ..., am) i b = (b1, ..., bn), aleshores ab = (a1b1, ..., aibj , ..., ambn).
Cal notar que ab ⊂ aA = a i ab ⊂ Ab = b, i per tant
ab ⊂ a ∩ b. (1.1)
Observacio´: El nucli d’un homomorfisme f : A −→ B d’anells e´s un ideal en A, e´s a dir,
ker(f) e´s ideal.
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1.4 Anell quocient
Anem a definir l’anell quocient de A mo`dul a.
Sigui A anell, x, y ∈ A. Sigui a un ideal.
Definicio´ 1.4.1. x ∼ y ⇔ x− y ∈ a.
Proposicio´ 1.4.2. ∼ e´s relacio´ d’equivale`ncia.
Demostracio´:
• x ∼ x⇔ x− x ∈ a. E´s cert perque` x− x = 0 ∈ a perque` a e´s ideal.
• Si x ∼ y i y ∼ z ⇒ x ∼ z. x− y ∈ a i y − z ∈ a ⇒ x− y + y − z = x− z ∈ a perque` a e´s
grup amb la suma ⇒ x ∼ z.
• Si x ∼ y ⇒ y ∼ x. x ∼ y ⇒ x− y ∈ a. Com que a e´s grup amb la suma conte´ l’oposat de
x− y, e´s a dir, −(x− y) = y − x ∈ a ⇒ y ∼ x.
Definicio´ 1.4.3. La classe de x mo`dul a e´s x = [x] = {y ∈ A | x ∼ y} = {y ∈ A | x − y ∈
a} = x+ a
La definicio´ e´s certa ja que si z ∈ x ⇒ x − z ∈ a ⇒ x − z = u, on u ∈ a ⇒ z = x − u,
on −u ∈ a ⇒ z ∈ x+ a.
Rec´ıprocament, si z ∈ x+ a ⇒ z = x+ u on u ∈ a ⇒ x− z = −u ∈ a ⇒ z ∈ x.
Definicio´ 1.4.4. Sigui A un anell. Sigui a un ideal de A. A/a e´s un anell i se l’anomena anell
quocient de A mo`dul a. A me´s, es defineix com A/a = {x | x ∈ A}.
Definicio´ 1.4.5. La suma en A/a es defineix com x+ y = x+ y.
La suma esta` ben definida: Agafem dos represantants diferents de x i dos de y. x1 = x + u1 i
x2 = x+ u2 d’una banda i y1 = y + v1 i y2 = y + v2 d’una altra, on u1, u2, v1, v2 ∈ a.
x1 + y1 = x+ u1 + y + v1 = x+ y + u1 + v1 ∈ x+ y + a
x2 + y2 = x+ u2 + y + v2 = x+ y + u2 + v2 ∈ x+ y + a
Compleix la propietat associativa: (x+y)+z = x+ y+z = x+ y + z = x+y + z = x+(y+z).
0A/a = 0A.
−(x) = −(x+ a) = −x− a = −x+ a = −x.
A me´s, x+ y = x+ y = y + x = y + x.
Definicio´ 1.4.6. El producte en A/a es defineix com x · y = x·y.
El producte esta` ben definit: Si x ∼ x′ i y ∼ y′, volem veure que xy ∼ x′y′.
Si x ∼ x′ ⇒ x− x′ ∈ a. Si y ∼ y′ ⇒ y − y′ ∈ a.
Per tant, y(x− x′) ∈ a i x′(y − y′) ∈ a.
Sumant: (xy − x′y) + (x′y − x′y′) = xy − x′y′ ∈ a.
Compleix la propietat associativa: (x·y)·z = x·y·z = x·y·z = x·y·z = x·(y·z).
1A/a = 1A.
A me´s, x·y = x·y = y·x = y·x. Ja que, x, y ∈ A i A e´s anell commutatiu.
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Hi ha una corresponde`ncia bijectiva
{ideals de A que contenen a} b7→ϕ(b)←−−−−−→
b7→ϕ−1(b)
{ideals de A/a}. (1.2)
Proposicio´ 1.4.7. Per a cada ideal b de A, ϕ−1ϕ(b) = a + b.
ϕ(b) = {x ∈ A/a | x ∈ b} = a + b/a
ϕ−1(b) = ϕ−1(b + a/a) = b + a = a + b
Proposicio´ 1.4.8. Els ideals de A × B so´n tots de la forma a × b amb a i b ideals de A i
B respectivament. Per veure aixo`, notem que si c e´s un ideal de A × B i (a, b) ∈ c, llavors
(a, 0) = (1, 0)(a, b) ∈ c i (0, b) = (0, 1)(a, b) ∈ c. Per tant, c = a× b amb
a = {a | (a, 0) ∈ c}, b = {b | (0, b) ∈ c}.
(a, 0) + (0, b) = (a, b) ∈ a× b = {(a, b) | a ∈ a, b ∈ b}
1.5 Ideals primers i ideals maximals
Definicio´ 1.5.1. Un ideal p de A e´s primer si p 6= A i ab ∈ p⇒ a ∈ p o b ∈ p.
Definicio´ 1.5.2. Anomenem espectre de A a Spec(A) = {p | p ideal primer de A}.
Proposicio´ 1.5.3. Aquest p e´s primer ⇔ l’anell quocient A/p e´s diferent de zero i te´ la segu¨ent
propietat:
a·b = 0, b 6= 0⇒ a = 0,
i.e., A/p no te´ divisors de zero, e´s un domini d’integritat.
Demostracio´:
⇒: Si p e´s primer ⇒ p 6= A.
p 6= A vol dir que 1 /∈ p ⇒ 1− 0 /∈ p ⇒ 1  0 ⇒ 1 6= 0 ⇒ A/p 6= 0.
Ja tenim la primera condicio´, A/p 6= 0.
Vegem ara que A/p e´s domini d’integritat.
Si x, y ∈ A/p i x·y = 0
⇒ x·y = 0 ⇒ x·y ∈ p ⇒ x ∈ p o y ∈ p ⇒ x− 0 ∈ p o y − 0 ∈ p ⇒ x = 0 o y = 0
⇐: Tenim A/p domini d’integritat ⇒ A/p 6= 0 ⇒ p 6= A.
Aquesta e´s la primera condicio´ que ha de complir p per ser primer.
Vegem ara que donat ab ∈ p, aleshores o a ∈ p o b ∈ p.
Si ab ∈ p ⇒ ab = 0 ⇒ a·b = 0, i com que A/p e´s domini d’integritat, llavors a = 0 o b = 0.
Per tant, a ∈ p o b ∈ p. 
Notem que si p e´s primer y a1...an ∈ p, llavors al menys un dels ai ∈ p (perque` o be´ a1 ∈ p o be´
a2...an ∈ p; si e´s l’u´ltim tornem a aplicar el mateix, o be´ a2 ∈ p o be´ a3...an ∈ p; etc.)
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Definicio´ 1.5.4. Sigui (
∑
,≤) un conjunt ordenat i x ∈∑, diem que x e´s element maximal
si ∀y, x ≤ y ⇒ x = y.
Definicio´ 1.5.5. Un ideal m de A e´s maximal si e´s un element maximal en el conjunt d’ideals
propis de A, e´s a dir, si m 6= A i ∀I ideal de A tal que m ⊆ I ⇒ m = I o I = A.
Definicio´ 1.5.6. Anomenem Max(A) = {m | m ideal maximal de A}.
Lema 1.5.7. Sigui B un anell que nome´s te´ dos ideals, 0 i B ⇒ B e´s un cos.
Demostracio´: Sigui x ∈ B.
Si x = 0, res a dir.
Si x 6= 0, prenem I = (x) ideal, I 6= 0 ⇒ I = B.
Llavors, 1 ∈ I = (x) ⇒ 1 = ax ⇒ x invertible i a = x−1. 
Proposicio´ 1.5.8. Sigui A un anell i m un ideal.
So´n equivalents:
(i) m e´s ideal maximal.
(ii) A/m e´s un cos.
(iii) A/m te´ exactament dos ideals, {0} i A/m.
Demostracio´:
(i)⇒ (ii) : Sigui m un ideal maximal ⇒ A/m 6= 0.
Ja que si A/m = 0 ⇒ 1 = 0 ⇒ 1 − 0 ∈ m ⇒ 1 ∈ m ⇒ m = A. Contradiccio´! (Si m e´s maximal
llavors m 6= A)
Tambe´ sabem que A/m e´s un anell commutatiu amb unitat.
Vegem que tot x ∈ A/m, x 6= 0, e´s invertible.
Tenim x 6= ⇒ x /∈ m ⇒ m  (m, x) ideal ⇒ (m, x) = A ⇒ 1 ∈ A = (m, x) ⇒ 1 = u + xy, on
u ∈ m i y ∈ A⇒ 1 = u+ xy = 0 + x·y = x·y
⇒ x·y = 1 i per tant x e´s invertible.
(ii)⇒ (iii) : Sigui A/m un cos. Vegem que A/m te´ exactament dos ideals, el (0) i A/m.
Prenem J ideal de A/m.
Si J = (0) ja hem acabat.
Si J 6= (0)⇒ ∃x ∈ J, x 6= 0 i com que A/m e´s cos ⇒ x e´s invertible.
Per tant, ∃y ∈ A/m tal que xy = 1.
Pero` x ∈ J i J e´s ideal, per tant 1 = xy ∈ J . Aleshores, com que 1 ∈ J , J = A/m.
(iii) ⇒ (i) : Suposem que A/m te´ exactament dos ideals, (0) i A/m. Volem veure que m e´s
maximal.
Sabem que hi ha bijeccio´ entre
{(0), A/m} = {ideals de A/m} ↔ {ideals I de A, I ⊇ m}
Aixo` implica que hi ha exactament dos ideals de A que contenen m i sabem que m i A sempre
contenen m.
Per tant, els u´nics ideals de A que contenen m so´n m i A.
Aleshores, m e´s maximal. 
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Observacio´: Si B e´s un cos ⇒ B e´s domini d’integritat.
Demostracio´: B cos ⇒ B 6= 0. Siguin a, b ∈ B tal que a·b = 0 i b 6= 0. Volem veure
que a = 0.
Pero` si b 6= 0 com que B e´s un cos, aleshores b e´s invertible.
Per tant, a = a·b·b−1 = 0·b−1 = 0. E´s a dir, a = 0. 
Observacio´: Notem que
m maximal⇒ m primer.
E´s a dir, Max(A) ⊆ Spec(A).
Observacio´: Per tant de les observacions anteriors es dedueix que
m maximal ⇔ A/m cos
⇓
m primer ⇔ A/m domini d’integritat
1.6 Subconjunts multiplicatius
Definicio´ 1.6.1. Un subconjunt multiplicatiu d’un anell A e´s un subconjunt S amb la
segu¨ent propietat:
1 ∈ S, a, b ∈ S ⇒ ab ∈ S.
Exemples de subconjunts multiplicatius:
• El conjunt multiplicatiu {1, f, ..., f r, ...} generat per l’element f de A.
• El complementari d’un ideal primer, S = A\p.
Com que p 6= A⇒ 1 /∈ p⇒ 1 ∈ A\p = S.
a, b ∈ S ⇒ a /∈ p, b /∈ p⇒ ab /∈ p⇒ ab ∈ S.
• El complementari de la unio´ d’ideals primers, S = A\⋃pi id. primers pi.
Com que p1, p2, ... so´n ideals primers, tots so´n diferents de A⇒ 1 /∈ p1, p2, ...
⇒ 1 /∈ ⋃ pi ⇒ 1 ∈ A\⋃ pi = S.
a, b ∈ S ⇒ a /∈ ⋃ pi i b /∈ ⋃ pi ⇒ a /∈ p1, p2, ... i b /∈ p1, p2, ...
Com que so´n primers, ab /∈ p1, p2, ...⇒ ab /∈
⋃
pi ⇒ ab ∈ S.
• 1 + a def= {1 + a | a ∈ a} per qualsevol ideal a de A.
a e´s ideal ⇒ 0 ∈ a⇒ 1 = 1 + 0 ∈ 1 + a.
Siguin a, b ∈ 1 + a, volem veure que ab ∈ 1 + a.
Com que a i b pertanyen a 1+a so´n elements de la forma a = 1+a′ i b = 1+b′ on a′, b′ ∈ a.
Aleshores, ab = (1 + a′)(1 + b′) = 1 + a′ + b′ + a′b′.
Com que a e´s ideal a′b′ ∈ a i a me´s e´s tancat per la suma, per tant a′ + b′ + a′b′ ∈ a.
Aleshores, ab = 1 + a′ + b′ + a′b′ ∈ 1 + a.
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Proposicio´ 1.6.2. Sigui A un anell.
Sigui S un subconjunt i a un ideal de A, a∩S = ∅. Sigui ∑ = {I | I ideal de A, I ⊇ a, I∩S = ∅}.
Aleshores,
∑
te´ elements maximals.
A me´s a me´s, si S e´s subconjunt multiplicatiu, aleshores cada element maximal de
∑
e´s un ideal
primer de A.
Demostracio´:
∑ 6= ∅ ja que a ∈∑.∑
e´s parcialment ordenat amb I ≤ J def⇐⇒ I ⊆ J .
Prenem T cadena de S, e´s a dir, una “cadena” d’ideals (bi)i.
Sigui b =
⋃
bi.
Vegem que b e´s un ideal de A.
En efecte:
• 0 ∈ b ja que 0 ∈ bi ⊆ b.
• a, b ∈ b⇒ a ∈ bi, b ∈ bj i suposem bi ⊆ bj ⇒ a, b ∈ bj ⇒ a+ b ∈ bj ⊆ b.
• a ∈ b i x ∈ A⇒ a ∈ bi per algun i, x ∈ A⇒ xa ∈ bi ⊆ b.
Com que bi ∈
∑⇒ bi ⊇ a⇒ b = ⋃ bi ⊇ a.
Vegem b ∩ S = ∅.
Si ∃s ∈ b ∩ S ⇒ s ∈ S i ∃i tal que s ∈ bi ⇒ bi ∩ S 6= ∅. Contradiccio´! Perque` bi ∈
∑
.
Conclusio´: b =
⋃
bi e´s ideal que conte´ a i no talla S.
Per tant, b ∈∑.
Clarament bi ⊆ b,∀i (o sigui bi ≤ b i b e´s cota superior de la cadena T = (bi)i).
Aplicant el lema de Zorn, ∃p maximal de ∑.
Suposem S subconjunt multiplicatiu. Vegem que p e´s ideal primer de A.
Vegem p 6= A.
Si p = A⇒ 1 ∈ A = p
S subconjunt multiplicatiu ⇒ 1 ∈ S
}
⇒ 1 ∈ p ∩ S 6= ∅. Contradiccio´! (p ∈ ∑ ⇒ p ⊇
a i p ∩ S = ∅).
Vegem que si x·y ∈ p aleshores x ∈ p o y ∈ p.
Si x ∈ p. Ok.
Si x /∈ p⇒
p + (x) ideal
p  p + (x)
p element maximal de
∑
⇒ p + (x) /∈∑.
Pero` a ⊆ p ⊆ p + (x) que e´s ideal.
Per tant, si no pertany a
∑
, la condicio´ que falla e´s ser disjunt amb S.
Aix´ı (p + (x)) ∩ S 6= ∅.
Per tant, ∃z ∈ S ∩ (p + (x))
⇒ ∃z = u+ λx amb u ∈ p i λ ∈ A i z ∈ S.
Volem veure y ∈ p.
Suposem y /∈ p i fent el mateix que hem fet per a x, tenim que
∃t = v + µy amb v ∈ p, µ ∈ A i t ∈ S.
Per tant, S 3 z·t = (u+ λx)(v + µy) = uv + uµy + λxv + λµxy ∈ p.
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Conclusio´: z·t ∈ S ∩ p 6= ∅. Contradiccio´! Que prove´ de suposar y /∈ p.
Per tant, y ∈ p i p e´s ideal primer de A. 
Corol·lari 1.6.3. Sigui A un anell. Sigui J un ideal de A, J propi (J 6= A).
Aleshores ∃p ideal primer de A tal que J ⊆ p.
Demostracio´: En la proposicio´ anterior prenem S = {1} subconjunt multiplicatiu, a = J i
tenim
∑
= {I | I ideal de A, I ⊇ J, I ∩ S = ∅}.
Observem que com que J e´s ideal propi ⇒ 1 /∈ J ⇒ J ∩ S = ∅ i J ∈∑ ⇒ ∑ 6= ∅.
Aplicant la proposicio´ anterior ∃p primer tal que J ⊆ p i p e´s maximal en∑. Pero` de fet p e´s ele-
ment maximal en el conjunt de tots els ideals propis ja que si p ⊆ m⇒ m ⊇ J
m 6= A⇒ m ∩ S = ∅
}
⇒
m ∈∑
p maximal de
∑ }⇒ p = m⇒ p maximal en el conjunt de tots els ideals propis. 
Corol·lari 1.6.4. A anell, J ideal propi.
Aleshores existeix m ideal maximal de A tal que J ⊆ m.
Demostracio´: Prenem A/J anell.
Sabem que {ideals de A/J} ←→ {ideals de A que contenen J}
Per tant, m/J maximal −→ m maximal.
Apliquem la Proposicio´ anterior a A/J , a = (0) i S = {1}.∑
= { ideals de A/J que contenen (0) i que no tallen S = {1}} = {ideals de A/J}.∑ 6= ∅ perque` J 6= A⇒ A/J 6= 0.∑
te´ element maximal m/J .
O sigui A/J te´ ideal maximal m/J . 
Proposicio´ 1.6.5. Sigui A un anell i z ∈ A. So´n equivalents:
(1) z ∈ A∗.
(2) (z) = A.
(3) No existeix m maximal que conte´ (z).
Tambe´ podem enunciar la equivale`ncia contraria:
(i) z /∈ A∗ (z no e´s invertible).
(ii) (z)  A ((z) e´s ideal propi).
(iii) Existeix un ideal maximal m que conte´ z.
Demostracio´: (i) ⇒ (ii): Si z /∈ A∗, e´s a dir que z no e´s invertible aleshores (z) 6= A ja
que si (z) = A, com que 1 ∈ A llavors 1 ∈ (z), vol dir que 1 = az i z seria invertible.
(ii)⇒ (iii): Suposem que (z)  A, aleshores (z) e´s ideal propi de A i pel corol·lari 1.6.4 existeix
un m maximal tal que (z) ⊆ m.
(iii)⇒ (i): Si (z) ⊆ m aleshores z no e´s invertible.
Si z fos invertible existiria a ∈ A tal que 1 = az ∈ m i per tant m = A. 
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1.7 Radical
Definicio´ 1.7.1. El radical d’un ideal a e´s el conjunt definit per
rad(a) = {f ∈ A | existeix r ∈ N, r > 0, tal que f r ∈ a}.
Proposicio´ 1.7.2. Siguin a i b ideals de A.
(i) rad(a) e´s un ideal.
(ii) a ⊆ rad(a).
(iii) rad(rad(a)) = rad(a).
(iv) Si a ⊂ b⇒ rad(a) ⊂ rad(b).
(v) rad(ab) = rad(a ∩ b) = rad(a) ∩ rad(b).
(vi) rad(a + b) = rad(rad(a) + rad(b)).
(vii) Si a e´s primer, rad(an) = a ∀n ≥ 1.
Demostracio´:
(i): Volem veure que rad(a) e´s un ideal.
Prenem x, y ∈ rad(a)⇒ xr ∈ a i ys ∈ a.
(x+ y)r+s = xr+s +
(
r+s
1
)
xr+s−1y + ...+
(
r+s
s
)
xrys +
(
r+s
s+1
)
xr−1ys+1 + ...
Tots els sumands contenen o xr o be´ ys, per tant tots els sumands pertanyen a a
⇒ (x+ y)r+s ∈ a⇒ x+ y ∈ rad(a).
Si x ∈ rad(a) i y ∈ A, aleshores xr ∈ a
⇒ xryr ∈ a⇒ (xy)r ∈ a⇒ xy ∈ rad(a)
(ii): Prenem x ∈ a⇒ x1 = x ∈ a⇒ x ∈ rad(a)
(iii): rad(a) ⊆ rad(rad(a)) per (ii).
Si x ∈ rad(rad(a)) ⇒ ∃r > 0 tal que xr ∈ rad(a) ⇒ ∃s > 0 tal que (xr)s ∈ a ⇒ xrs ∈ a ⇒ x ∈
rad(a)
(iv): Suposem a ⊂ b. Vegem que rad(a) ⊂ rad(b).
Si x ∈ rad(a)⇒ ∃r > 0 tal que xr ∈ a ⊆ b⇒ x ∈ rad(b)
(v): a·b =< x·y | x ∈ a, y ∈ b >⊆ a ∩ b ⊆ a, b
Per (iv), rad(a·b) ⊆ rad(a ∩ b) ⊆ rad(a), rad(b)
⇒ rad(a·b) ⊆ rad(a ∩ b) ⊆ rad(a) ∩ rad(b)
Vegem rad(a) ∩ rad(b) ⊆ rad(a·b):
Prenem x ∈ rad(a) ∩ rad(b)⇒
{ ∃r > 0 tal que xr ∈ a
∃s > 0 tal que xs ∈ b ⇒ x
r+s = xrxs ∈ a·b⇒ x ∈ rad(a·b)
(vi): Com que, per (ii),
a ⊆ rad(a)
b ⊆ rad(b)
}
⇒ a + b ⊆ rad(a) + rad(b)
Per (iv), rad(a + b) ⊆ rad(rad(a) + rad(b)).
Vegem que rad(rad(a) + rad(b)) ⊆ rad(a + b):
Sigui x ∈ rad(rad(a) + rad(b)) ⇒ ∃r > 0 tal que xr ∈ rad(a) + rad(b) ⇒ xr = y + z tal que
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y ∈ rad(a) i z ∈ rad(b)
⇒
{
yp ∈ a per a p > 0
zq ∈ b per a q > 0
⇒ (xr)p+q = (y+z)p+q = yp+q+(p+q1 )yp+q−1z+...+(p+qq )ypzq+(p+qq+1)yp−1zq+1+...+zp+q = a+b
amb a ∈ a i b ∈ b, ja que uns quants sumads contenen yp i pertanyen a a i uns altres zq i per-
tanyen a b.
⇒ (xr)p+q = xrp+rq ∈ a + b⇒ x ∈ rad(a + b).
(vii): Recordem que an = a·a·...·a =< x1·x2·...·xn | xi ∈ a >.
Si a e´s primer, rad(an) = a.
Per a n = 1: Volem veure rad(a) = a.
Per (ii), sabem que a ⊆ rad(a).
Vegem que rad(a) ⊆ a.
Prenem x ∈ rad(a)⇒ ∃r > 0 tal que xr ∈ a.
E´s a dir, x·xr−1 ∈ a⇒ x ∈ a o xr−1 ∈ a⇒ x ∈ a o xr−2 ∈ a⇒ ...⇒ x ∈ a.
Per a n > 1: Tenim an = a·a·...·a ⊆ a
⇒ Per (iv), rad(an) ⊆ rad(a) = a (perque` a e´s primer).
Vegem a ⊆ rad(an)
Prenem x ∈ a⇒ xn ∈ a·a·...·a = an
⇒ xn ∈ an ⊆ rad(an)⇒ xn ∈ rad(an)
⇒ x ∈ rad(rad(an)) = rad(an) (per (iii)). 
Definicio´ 1.7.3. Un ideal a de A es diu que e´s un ideal radical si a = rad(a).
Observacio´: Per l’apartat (vii) de la proposicio´ 1.7.2, si a e´s ideal primer, a e´s un ideal
radical.
Observacio´: Per tant, fins ara hem vist que: maximal ⇒ primer ⇒ radical.
Definicio´ 1.7.4. Sigui A un anell. El nilradical de A e´s l’ideal radical del zero, e´s a dir,
n(A) = rad(0) = {x ∈ A | ∃n ≥ 1 tal que xn = 0}.
Definicio´ 1.7.5. Els elements de n(A) s’anomenen nilpotents.
Definicio´ 1.7.6. A s’anomena redu¨ıt si n(A) = 0.
Proposicio´ 1.7.7. Sigui a un ideal de A.
Llavors, a e´s radical ⇔ l’anell quocient A/a e´s redu¨ıt.
Observacio´: Els elements nilpotents so´n divisors de zero, n(A) ⊆ Z(A).
Corol·lari 1.7.8. Si A e´s un domini d’integritat ⇒ A e´s redu¨ıt.
Proposicio´ 1.7.9. Si b↔ b′ amb la corresponde`ncia bijectiva (2), llavors A/b ' (A/a)/b′.
I per tant, b e´s ideal primer (respectivament maximal, radical) ⇔ b′ e´s ideal primer (resp. max-
imal, radical).
Observacio´: Notem que el punt (iii) de la proposicio´ 1.7.2 mostra que rad(a) e´s un ideal
radical. Per tant, e´s l’ideal radical me´s petit que conte´ a.
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Observacio´: Si a i b so´n radicals, llavors a ∩ b e´s radical. Aixo` e´s comprova fa`cilment amb
l’apartat (v) de la proposicio´ 1.7.2, rad(a ∩ b) = rad(a) ∩ rad(b) = a ∩ b.
Observacio´: Pero` si a i b so´n radicals, a + b no e´s necessa`riament radical.
Exemple: Sigui A = C[X,Y ] i considerem a = (X2 − Y ) i b = (X2 + Y ). Tots dos so´n ideals
radicals ja que X2−Y i X2+Y so´n polinomis irredu¨ıbles. Aleshores a+b = (X2−Y,X2+Y ) =
(X2, Y ) no e´s ideal radical, ja que per exemple x ∈ rad(a+ b) perque` x2 ∈ a+ b pero` x /∈ a+ b.
Proposicio´ 1.7.10. Sigui A un anell i a un ideal de A. Aleshores, el radical d’un ideal e´s igual
a la interseccio´ de tots els ideals primers que el contenen. Es a dir,
rad(a) =
⋂
p⊃a
p, p primer.
Demostracio´: Si a = A, llavors no existeix cap p primer que contingui a a, per tant la interseccio´
e´s sobre en˜ conjunt buit i e´s el total A.
Llavors podem suposar que a e´s un ideal propi de A, e´s a dir, a  A. Per tant, pel corol·lari
1.6.4, existeix un m ideal maximal de A que conte´ a. Si a ⊆ m aleshores rad(a) ⊆ rad(m) = m.
En particular, m e´s primer.
Per tant, a ⊆ p ∀p ⊇ a i rad(a) ⊆ rad(p) = p ∀p ⊇ a. Aixo` vol dir que rad(a) ⊆ ⋂p⊇a p.
Vegem ara que
⋂
p⊇a p ⊆ rad(a), p primer.
Escollim un element de la interseccio´ i suposem que no pertany al radical de a.
Sigui f ∈ ⋂p⊇a p, p primer. Suposem f /∈ rad(a), e´s a dir, per a tot n ≥ 1 fn /∈ a. Considerem
el subconjunt multiplicatiu S = {1, f, f2, ...}. Tenim doncs I ∩ S = ∅, on S = {1, f, f2, ...}. Pel
corol·lari de la proposicio´ 1.6.2, existeix un ideal primer que conte´ a a, a ⊆ p0 i p0 ∩ S = ∅.
Aleshores, f /∈ p0, pero` p0 ⊇ a. Aixo` vol dir que f /∈
⋂
p⊇a p, p primer. Contradiccio´! Que prove´
de suposar que f /∈ rad(a).
Aleshores
⋂
p⊇a p ⊆ rad(a). Per tant, rad(a) =
⋂
p⊃a p, p primer. 
Corol·lari 1.7.11. En particular, el nilradical d’un anell A e´s igual a la interseccio´ dels ideals
primers de A.
n(A) =
⋂
p primer
p
Demostracio´: Per definicio´, n(A) = {x ∈ A | ∃n ≥ 1 tal que xn = 0} = rad(0) = ⋂p⊇(0) p =⋂
p, p ideal primer de A. 
Definicio´ 1.7.12. El radical de Jacobson J d’un anell e´s la interseccio´ dels ideals maximals
de l’anell:
J(A) =
⋂
{m | m maximal a A}.
Definicio´ 1.7.13. Un anell A e´s local si te´ exactament un ideal maximal. En aquest cas,
J(A) = m.
Proposicio´ 1.7.14. Sigui A un anell. Sigui c ∈ A. Llavors, c ∈ J(A) ⇔ 1 − ac e´s una unitat
∀a ∈ A, e´s a dir, 1− ac te´ invers, 1− ac ∈ A∗.
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Demostracio´: Provarem el contrari:
Existeix un ideal maximal m pel qual c /∈ m ⇔ existeix a ∈ A tal que 1− ac no e´s una unitat.
⇐: Suposem que existeix a ∈ A tal que 1− ac no e´s unitat. Aleshores 1− ac es troba en algun
ideal maximal m de A.
Llavors sabem que ac /∈ m, perque` si 1− ac ∈ m i ac ∈ m aleshores la suma tambe´ seria de m i
1 seria de m. I per tant, c /∈ m.
⇒: Suposem que existeix m ∈ Max(A) tal que c /∈ m.
Llavors m  m + (c) i com que m e´s maximal, m + (c) = A. E´s clar que 1 ∈ A = m + (c), e´s a
dir, 1 = m+ ac per algun m ∈ m i a ∈ A. Llavors, 1− ac ∈ m i per tant no e´s unitat. 
1.8 Extensio´ i contraccio´ d’ideals
Sigui ϕ : A→ B un homomorfisme d’anells.
Definicio´ 1.8.1. Per a tot ideal b de B, ϕ−1(b) e´s un ideal de A, que s’anomena contraccio´
de b en A, que denotarem com bc.
Definicio´ 1.8.2. Per tot ideal a de A, l’ideal en B generat per ϕ(a) s’anomena l’extensio´ de
a en B, que denotarem com ae.
Observacio´: Quan ϕ e´s exhaustiva, ϕ(a) e´s un ideal.
I quan A e´s subanell de B, llavors bc = b ∩A.
Proposicio´ 1.8.3. Siguin a, a′ ideals de A i siguin b, b′ ideals de B. Llavors es compleix:
(a + a′)e = ae + a′e, (aa′)e = aea′e, (b ∩ b′)c = bc ∩ b′c, rad(b)c = rad(bc).
Proposicio´ 1.8.4. Sigui a un ideal de A i b un ideal de B. Llavors:
(i) a ⊂ aec.
(ii) bce ⊂ b.
Observacio´: Si apliquem e a (i) trobem que ae ⊂ aece.
Si substitu¨ım b per ae en el punt (ii), trobem que aece ⊂ ae.
Per tant, ae = aece.
De forma similar, bcec = bc.
Proposicio´ 1.8.5. Es dedueix que l’extensio´ i la contraccio´ defineixen bijeccions inverses entre
el conjunt de contraccions d’ideals de A i el conjunt d’extensions d’ideals de B.
{bc ⊂ A | b ideal de B} e−⇀↽
c
{ae ⊂ B | a ideal de A}
Observacio´: Notem que per a cada ideal b de B, l’aplicacio´ A/bc → B/b e´s injectiva, i per
tant bc e´s primer (resp. radical) si b e´s primer (resp. radical).
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Lema d’evitacio´ de primers
2.1 El lema
Proposicio´ 2.1.1 (LEMA D’EVITACIO´ DE PRIMERS). Sigui A un anell. Siguin p1, p2, ..., pr,
r ≥ 1, ideals de A tals que p3, ..., pr so´n primers. Sigui a un ideal de A.
Si a ⊆ ⋃1≤i≤r pi, aleshores existeix i ∈ {1, 2, ..., r} tal que a ⊆ pi.
Demostracio´: Per contrarec´ıproc:
Si un ideal a no esta` contingut en cap dels ideals pi, llavors tampoc esta` contingut en la seva unio´.
E´s a dir, si a * p1, a * p2, ..., a * pr, aleshores a *
⋃
1≤i≤r pi.
Ho provarem per induccio´ sobre r. Com que hem suposat que no cal que p1 i p2 siguin primers,
vegem explicitament els casos r = 1 i r = 2. Vegem tambe´ explicitament el cas r = 3 per veure
que aleshores s´ı e´s necessa`ria la hipo`tesi de p3 primer i despre´s fem induccio´ per r > 3.
Per r = 1, si a * p1, aleshores a *
⋃
1≤i≤1 pi = p1.
Per r = 2, suposem que a * p1 i que a * p2. Volem veure que a * p1 ∪ p2.
Per hipo`tesi, existeix un a1 ∈ a tal que a1 /∈ p2 i existeix un a2 ∈ a tal que a2 /∈ p1. Si a1 /∈ p1 o
be´ a2 /∈ p2, ja ho tindriem demostrat.
Aixi doncs suposem que a1 ∈ p1, a1 ∈ a i a1 /∈ p2, i de la mateixa manera suposem que a2 ∈ p2,
a2 ∈ a i a2 /∈ p1.
Prenem l’element y = a1 +a2, y pertany a a perque` e´s suma de dos elements de a i a e´s un ideal,
per tant e´s tancat per la suma. En canvi, com que a2 /∈ p1, y /∈ p1 i com que a1 /∈ p2, y /∈ p2,
per tant, y /∈ p1 ∪ p2 i a * p1 ∪ p2.
Observem que no utiltzem en cap moment p1 i p2 primers.
Per r = 3, suposem que a * p1, a * p2 i que a * p3. Suposem p3 primer i p1, p2 no necessa`riament
primers. Volem veure que a * p1 ∪ p2 ∪ p3.
Hem vist que e´s cert per r = 2, per tant, per hipo`tesi d’induccio´:
Com que a * p1 i a * p2, aleshores a * p1 ∪ p2.
Com que a * p1 i a * p3, aleshores a * p1 ∪ p3.
I com que a * p2 i a * p3, aleshores a * p2 ∪ p3.
Aix´ı doncs, podem trobar un element a1 ∈ a que no pertanyi ni a p2 ni a p3. I de la mateixa
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manera un a2 ∈ a que no pertanyi ni a p1 ni a p3 i un element a3 ∈ a tal que no pertany ni a p1
ni a p2.
En el cas que a1 /∈ p1 o be´ a2 /∈ p2 o be´ a3 /∈ p3, hauriem trobat un element que no pertany a
cap dels tres ideals i ja ho hauriem demostrat.
Aix´ı doncs podem suposar que a1 ∈ p1, a2 ∈ p2 i a3 ∈ p3.
Constru¨ım l’element y de la manera segu¨ent:
y = a1a2 + a3
Aquest y pertany a a ja que e´s suma i producte d’elements de a.
Com que a1 i a2 no pertanyen a p3 i p3 e´s primer, aleshores el producte tampoc hi pertany. Com
que a1a2 /∈ p3 aleshores y /∈ p3.
Com que hem definit a3 de manera que a3 no pertany a p1 ∪ p2, aleshores y /∈ p1 ∪ p2.
E´s a dir hem constru¨ıt un element de a que no es troba ni a p1, ni a p2, ni a p3. Per tant,
a * p1 ∪ p2 ∪ p3.
Pero` hem vist com amb 3 ideals s´ı necessitem utilitzar la hipo`tesi de que el tercer sigui primer.
Fem-ho ara per r > 3 i suposem que l’enunciat e´s cert per r − 1.
Com que a no esta` contingut en cap dels ideals p1, p2, ..., pr, per hipo`tesi d’induccio´, per a cada
j ∈ {1, ..., r}, a * ⋃ri=1;i 6=j pi, e´s a dir, a no esta` completament contingut en la unio´ de r − 1
ideals.
Per tant, per cada j ∈ {1, ..., r} poder trobar un element aj ∈ a tal que aj /∈ pi per tot i 6= j.
Si existeix un j tal que aj /∈ pj , llavors aj ∈ ap1 ∪ ... ∪ pr i s’acaba la demostracio´.
Aix´ı doncs suposem que tot aj ∈ pj , i contru¨ım l’element
y = a1···ar−1 + ar
Com que pr e´s primer i cap dels elements a1, ..., ar−1 pertany a pr, el seu producte no pertany
a pr i per tant, y /∈ pr.
Ara considerem tots els altres pi, i ≤ r − 1. En aquest cas a1···ar−1 ∈ pi perque` el producte
inclou ai. Pero` ar /∈ pi i per tant y /∈ pi.
Llavors y ∈ ap1 ∪ ... ∪ pr, i per tant, a no esta` completament contingut a la unio´ dels pi.
Com hem comprovat sempre necessitarem que l’u´ltim pr sigui primer, pero` ho neccessitem a
partir de p3. 
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Teorema xine`s del residu
3.1 Algunes definicions i observacions pre`vies
Recordem primer de tot la definicio´ de coprimers per a enters.
Definicio´ 3.1.1. Els enters m i n so´n primers entre si ⇔ mcd(m,n) = 1
Observacio´: Es pot demostrar que m i n so´n primers entre si, si i nome´s si (m,n) = Z,
i.e., (m) + (n) = Z, on (m,n) e´s l’ideal generat per m i n.
Inspirant-nos en els enters podem definir que´ so´n dos ideals coprimers.
Definicio´ 3.1.2. Els ideals a i b de A so´n primers entre si o coprimers si a + b = A.
Observacio´: Si dos ideals a i b so´n coprimers aleshores a ∩ b = a·b.
Ho podem comprovar fa`cilment de la segu¨ent manera:
Vegem primer a·b ⊆ a ∩ b.
Si z ∈ a·b aleshores z e´s de la forma z = x1y1 + x2y2 + ... + xnyn on xi ∈ a i yi ∈ b. Per les
propietats d’ideals cada sumand pertany a a i tambe´ pertany a b ja que, per tot i ∈ {1, ..., n},
xi ∈ a per tant xiyi ∈ a i yi ∈ b per tant xiyi ∈ b. Aleshores z ∈ a ∩ b.
Aqu´ı, en realitat, no utilitzem la propietat de que siguin coprimers.
En canvi si utilitzem que a + b = A per veure a ∩ b ⊆ a·b.
Tenim que 1 ∈ A = a + b, per tant es pot escriure com 1 = x+ y on x ∈ a i y ∈ b.
Si prenem un element z ∈ a∩b i el multipliquem per 1 obtenim: z = z·1 = z(x+ y) = zx+ zy ∈
a·b, ja que z ∈ b i x ∈ a, per tant zx ∈ a·b i z ∈ a i y ∈ b, per tant zy ∈ a·b.
Anem a enunciar i demostrar el Teorema xine`s del residu per a dos ideals. Posteriorment
enunciarem el teorema exte´s per a n ideals.
Teorema 3.1.3 (TEOREMA XINE`S DEL RESIDU (per a dos ideals)). Siguin a i b dos ideals
de A. Suposem que so´n coprimers, e´s a dir, a + b = A. Aleshores l’aplicacio´
ϕ : A −→ A/a×A/b
x 7−→ (x, x˜)
e´s un morfisme d’anells i e´s exhaustiva, a me´s kerϕ = a ∩ b = a·b.
En particular, A/a·b ' A/a×A/b.
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Demostracio´: Vegem primer que ϕ e´s morfisme d’anells:
• ϕ(x+ y) = (x+ y, x˜+ y) = (x+ y, x˜+ y˜) = (x, x˜) + (y, y˜) = ϕ(x) + ϕ(y).
• ϕ(x·y) = (x·y, x˜·y) = (x·y, x˜·y˜) = (x, x˜)·(y, y˜) = ϕ(x)·ϕ(y).
• ϕ(1) = (1, 1˜) = 1A/a×A/b = element unitat a A/a×A/b.
Vegem que l’aplicacio´ e´s exhaustiva:
Prenem (x, y˜) ∈ A/a×A/b. Com que a+b = A, sabem que 1 = a+b on a ∈ a i b ∈ b. Aleshores,
x = x·1 = x·(a+ b) = ax+ bx, i per tant, x = ax+ bx = bx.
y = y·1 = y·(a+ b) = ay + by, i per tant, y˜ = a˜y + b˜y = a˜y.
Prenem l’element z ∈ A que sigui z = bx+ ay i tenim que ϕ(z) = ϕ(bx+ ay) = ϕ(bx) +ϕ(ay) =
(bx, b˜x) + (ay, a˜y) = (x, 0) + (0, y˜) = (x, y˜).
Vegem ara que kerϕ = a·b:
kerϕ = {x ∈ A | ϕ(x) = (x, x˜) = (0, 0˜)} = {x ∈ A | x = 0, x˜ = 0˜} = {x ∈ A | x ∈ a, x ∈ b} =
a ∩ b. I com que a + b = A aleshores a ∩ b = a·b. Per tant, kerϕ = a·b.
Finalment, pel Primer Teorema d’isomorfisme, A/a·b ' A/a×A/b. 
3.2 El teorema
Enunciem ara el teorema per a n ideals.
Teorema 3.2.1 (TEOREMA XINE`S DEL RESIDU). Siguin a1, ..., an ideals d’un anell A. Si
ai e´s primer respecte aj, i 6= j, llavors la funcio´
A→ A/a1 × ...×A/an
a 7→ (..., a+ ai, ...)
e´s exhaustiva i el nucli e´s
∏
ai =
⋂
ai.
Finalment, tornant enrere, a Z un altre cop, podem observar el fet segu¨ent.
Observacio´: Una aplicacio´ del teorema xine`s del residu e´s la resolucio´ de sistemes de con-
grue`ncies.
Siguin d1, d2 ∈ Z primers entre si, e´s a dir, mcd(d1, d2) = 1 i (d1) + (d2) = Z. Siguin x, y ∈ Z.
Aleshores el sistema de congrue`ncies
z ≡ x(mo`dul d1)
z ≡ y(mo`dul d2)
te´ solucio´ simulta`nea
ϕ : Z −→ Z/(d1)× Z/(d2)
z 7−→ (x, y˜)
Osigui estem buscant zp ∈ ϕ−1(x, y˜).
A me´s, ϕ−1(x, y˜) = zp + ker(ϕ) = zp + ((d1) ∩ (d2)) = zp + (d1·d2) = zp + α · mcm(x, y).
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Teorema de la base de Hilbert
4.1 Anells Noetherians
Proposicio´ 4.1.1. So´n equivalents:
1. Tot ideal de A e´s finitament generat, a = (f1, ..., fn).
2. Tota cadena ascendent d’ideals a1 ⊆ a2 ⊆ a3... estaciona, e´s a dir, existeix un n ≥ 1 tal
que an = an+1 = ... . Aquesta propietat s’anomena condicio´ de cadena ascendent (cca) o
en angle`s ascending chain condition (acc).
3. Tota familia d’ideals de A no buida te´ element maximal. Aquesta propietat s’anomena
maximal condition (mc).
Demostracio´:
1 ⇒ 2 : Sigui a1 ⊆ a2 ⊆ ... ⊆ an ⊆ ... una cadena ascendent d’ideals. Prenem a :=
⋃
n≥1 an.
Vegem primer de tot que aquesta a que hem definit e´s un ideal:
• El 0 ∈ a1 ⊆
⋃
n≥1 an = a. Per tant, el 0 pertany a a i a no e´s buit.
• Siguin a, b dos elements de a. Existeix una n ≥ 1 tal que a ∈ an. De la mateixa manera
existeix una m ≥ 1 tal que b ∈ am. Prenem s = max(n,m) i aleshores tenim que an ⊆ as
i am ⊆ as, i per tant, a ∈ as i b ∈ as. Com que as e´s ideal a+ b ∈ as ⊆ a.
• Sigui a un element de a i sigui x un element de A. Aleshores existeix una n ≥ 1 tal que
a ∈ an i com que an e´s ideal, xa ∈ an ⊆ a.
Per hipo`tesi, tot ideal de A e´s finitament generat, aix´ı doncs a = (a1, a2, ..., ar) on ai ∈ a per a
tot i.
E´s a dir, tot element x de l’ideal a es pot escriure com una combinacio´ lineal de a1, a2, ..., ar,
x = λ1a1 + ...+ λrar amb λi ∈ A.
Prenem doncs l’element a1 que e´s un element de a =
⋃
n≥1 an, i per tant sabem que existeix un
n1 ≥ 1 tal que a1 ∈ an1 .
Fem el mateix amb a2 ∈ a. Sabem que existeix un n2 ≥ 1 tal que a2 ∈ an2 .
I aix´ı successivament fins a ar ∈ a, pel qual existeix un nr ≥ 1 tal que ar ∈ anr .
Prenem n0 = max(n1, n2, ..., nr). E´s clar que an1 ⊆ an0 , an2 ⊆ an0 , ..., anr ⊆ an0 . Per tant,
a1, a2, ..., ar ∈ an0 .
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Com que an0 e´s ideal qualsevol producte d’un element de an0 amb un element de A tambe´ e´s de
an0 i qualsevol suma d’elements de an0 e´s de an0 , en altres paraules qualsevol combinacio´ lineal
d’elements de an0 e´s tambe´ de an0 . Per tant, a = (a1, a2, ..., ar) ⊆ an0 ⊆ a. Aixo` vol dir que
a = an0 .
Per tant, a1 ⊆ a2 ⊆ ... ⊆ an0 = an0+1 = ... = a estaciona.
2 ⇒ 3 : Sigui ∑ una familia d’ideals i suposem que ∑ e´s no buida.
Com que no e´s buida, existeix un a1 ∈
∑
. Si a1 e´s maximal hem acabat la demostracio´.
Si a1 no e´s maximal, aleshores existeix un a2 ∈
∑
tal que a1  a2.
Si a2 e´s maximal ja hem acabat. Si no e´s maximal aleshores existeix un a3 ∈
∑
tal que a2  a3.
I aix´ı successivament fins que trobem l’element maximal. Ja que
∑
ha de tenir element maxi-
mal perque` si
∑
no tingue´s element maximal aleshores podriem constru¨ır una cadena ascendent
d’ideals a1  a2  a3  ... que no estacione´s i aixo` es contradiu amb la hipo`tesi de que tota
cadena ascendent d’ideals estaciona.
2⇒ 3 : Sigui a un ideal deA qualsevol. Sigui∑ = {b | b e´s ideal, b ⊆ a, b e´s finitament generat}.
Sabem que (0) e´s un ideal de A, a me´s (0) e´s finitament generat i (0) ⊆ a ja que a per ser ideal
conte´ el 0. Per tant (0) e´s un ideal de
∑
, e´s a dir,
∑
e´s no buit.
Per hipo`tesi,
∑
te´ element maximal que anomenarem b0. E´s a dir, b0 e´s ideal, b0 ⊆ a i
b0 = (f1, ..., fr). Aleshores b0 = a.
Ja que si b0  a voldria dir que existeix un a ∈ a\b0 i per tant tindriem que b0 = (f1, ..., fr)  
(f1, ..., fr, a) ⊆ a.
Si anomenem L a (f1, ..., fr, a), tenim que L e´s un ideal, L e´s finitament generat i L ⊆ a, per
tant L e´s de
∑
.
Aix´ı doncs tenim que b0 ⊆ L i que b0 e´s l’element maximal de
∑
, i aixo` e´s una contradiccio´.
Per tant, b0 = a, e´s a dir, qualsevol ideal de A e´s finitament generat. 
Definicio´ 4.1.2. A e´s un anell noetheria` si tot ideal e´s finitament generat.
Observacio´: Per la proposicio´ 4.1.1 veiem que e´s equivalent dir que A e´s un anell noetheria` si
A verifica la condicio´ de cadena ascendent o tambe´ e´s equivalent dir que A verifica la condicio´
maximal.
4.2 Teorema de la base de Hilbert
Teorema 4.2.1 (TEOREMA DE LA BASE DE HILBERT). Sigui A un anell noetheria`. Sigui
X una variable sobre A.
Aleshores l’anell A[X] e´s noetheria`.
Demostracio´: Per veure que A[X] e´s anell noetheria`, vegem que donat qualsevol ideal a de
A[X], a e´s finitament generat.
Sigui f(X) ∈ A[X], f(X) = crXr + cr−1Xr−1 + ... + c1X + c0 on ci ∈ A i cr 6= 0. Anomenem
Coeficient L´ıder, o en angle`s Leading Coefficient, a cr i ho escriurem com cr = cl(f).
Aleshores, donat a, definim ci = {ci ∈ A | ci = 0 o be´ ci = cl(f), f ∈ a, f de grau i}.
Per exemple, c0 = {c0 ∈ A | c0 = cl(f), f ∈ a, f de grau 0} ∪ {0}, e´s a dir, c0 conte´ elements de
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la forma f = c0 i conte´ tambe´ el 0, c0 = a ∩A.
c1 = {c1 ∈ A | c1 = cl(f), f ∈ a, f de grau 1} ∪ {0}, e´s a dir, f = c1x+ c0 ∈ a.
Aquests ci so´n ideals.
Per definicio´, 0 ∈ ci, per tant ci e´s no buit.
Donats a i b dos elements de ci, sabem que so´n coeficients l´ıder d’algun polinomi de a.
a = cl(f) on f = aXi + fi−1Xi−1 + ...+ f0, f ∈ a.
b = cl(g) on g = bXi + gi−1Xi−1 + ...+ g0, g ∈ a.
Per tant, si sumem, f + g = (a+ b)Xi + (fi−1 + gi−1)Xi−1 + ...+ (f0 + g0) i f + g ∈ a perque` a
e´s ideal. Aix´ı doncs, a+ b = cl(f + g) on f + g e´s un element de a i es de grau i, per tant a+ b
e´s de ci.
I per u´ltim, donat a ∈ ci, e´s a dir, a = cl(f) on f = aXi + fi−1Xi−1 + ... + f0, f ∈ a, i donat
λ ∈ A ⊆ A[X], tenim que λf = (λa)Xi+(λfi−1)Xi−1 + ...+(λf0) i λf e´s de a perque` a e´s ideal.
Aix´ı doncs, λa = cl(λf) amb λf ∈ a i λf de grau i, e´s a dir, λa e´s de ci.
Tenim c0 ⊆ c1 ⊆ c2 ⊆ ... ⊆ cn ⊆ cn+1 ⊆ ...
Aixo` e´s cert ja que donat un a ∈ cn, existeix un f ∈ a de la forma f = aXn+fn−1Xn−1+ ...+f0,
e´s a dir, a = cl(f).
Com que f ∈ a i X ∈ A[X] aleshores fX ∈ a i e´s de la forma fX = aXn+1+fn−1Xn+ ...+f0X,
per tant a = cl(fX) on fX e´s de a i de grau n+ 1. E´s a dir, a ∈ cn+1
Com que c0 ⊆ c1 ⊆ c2 ⊆ ... ⊆ cn ⊆ ... e´s una cadena ascendent d’ideals de A i A e´s anell
noetheria`, aleshores tal i com hem vist a la proposicio´ 4.1.1 la cadena estaciona, e´s a dir, exis-
teix un d ≥ 1 tal que cd = cd+1 = cd+2 = ...
D’altra banda, utilitzant una altra propietat de la proposicio´ 4.1.1, com que tot ci e´s ideal de A i A
e´s anell noetheria` llavors tot ci e´s finitament generat. Els ci son de la forma ci = (ci1, ci2, ..., ciri).
Prenem:
fi1 ∈ a tal que ci1 = cl(fi1)
fi2 ∈ a tal que ci2 = cl(fi2)
...
firi ∈ a tal que ciri = cl(firi)
Aleshores volem demostrar que els fij generen a, on 1 ≤ i ≤ d i 1 ≤ j ≤ ri per a cada i.
E´s a dir, a = (f01, ..., f0r0 , f11, ..., f1r1 , ..., fd1, ..., fdrd). Nome´s fins a d ja que com hem vist la
cadena estaciona.
Vegem que e´s cert:
⊇ : E´s cert ja que cada fij e´s de a per definicio´.
⊆ : Anomenarem L al conjunt (f01, ..., f0r0 , f11, ..., f1r1 , ..., fd1, ..., fdrd). Llavors donat f ∈ a
volem veure que f ∈ L.
Primer cas : Suposem que el grau(f) = s ≥ d, e´s a dir, f = c0Xs + fs−1Xs−1 + ... + f0 on
c0 ∈ cs = cd = (cd1, cd2, ..., cdrd) ja que s ≥ d i la cadena estaciona.
Per tant, c0 =
∑rd
j=1 ajcdj on aj ∈ A.
Aleshores fem f −∑rdj=1 ajfdjXs−d on fdjXs−d = (cdjXd + ...)Xs−d = cdjXs + ...
Aix´ı doncs f − ∑rdj=1 ajfdjXs−d = (c0Xs + fs−1Xs−1 + ... + f0) − [∑rdj=1 ajcdj ]Xs + ... =
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(c0X
s + fs−1Xs−1 + ...+ f0)− c0Xs + ..., e´s a dir, el coeficient Xs desapareix.
Per facilitar la notacio´ i la comprensio´, anomenem h1 =
∑rd
j=1 ajfdjX
s−d i com podem veure h1
e´s de L.
Aleshores poden passar dues coses:
Si f − h1 = 0, aleshores f = h1 =
∑rd
j=1 ajfdjX
s−d ∈ L, e´s a dir, f e´s de L.
Si f − h1 6= 0, aleshores grau(f − h1) < s = grau(f).
Repetim el procediment i continuem construint polinomis de grau cada vegada me´s petit fins a
trobar que f ∈ L o be´ fins a obtenir el polinomi f − h1 − h2 − ...− hs−d
Si f − h1 − h2 − ...− hs−d = 0, aleshores f = h1 + h2 + ...+ hs−d ∈ L.
Si f − h1 − h2 − ...− hs−d 6= 0, aleshores grau(f − h1 − h2 − ...− hs−d) < d.
Continuem repetint l’argument fins que trobem que f ∈ L. Com a molt arribarem fins el
polinomi f − h1 − h2 − ...− hs.
Si f − h1 − h2 − ...− hs = 0, aleshores f = h1 + h2 + ...+ hs ∈ L.
Si f − h1 − h2 − ... − hs 6= 0, aleshores grau(f − h1 − h2 − ... − hs) = 0. Aixo` vol dir que
f − h1 − h2 − ...− hs = hs+1 ∈ a ∩A = c0 ⊆ L. I f = h1 + h2 + ...+ hs + hs+1 ∈ L.
Segon cas : Suposem que el grau(f) = s < d. Aleshores el procediment e´s exactament el mateix
que en el cas anterior a partir del moment en que el nou polinomi tenia grau menor que d (e´s a
dir, quan teniem f − h1 − h2 − ... − hs−d). Continuem construint polinomis de grau cada cop
menor fins a obtenir grau 0. 
Corol·lari 4.2.2. Sigui A un anell noetheria`. Siguin X1, X2, ..., Xn variables sobre A.
Aleshores A[X1, X2, ..., Xn] e´s anell noetheria`.
Demostracio´: Ho demostrarem per induccio´ sobre n.
Per n = 1: Tenim A anell noetheria` i X una variable. Pel Teorema de la base de Hilbert, A[X]
e´s noetheria`.
Per n > 1: Suposem que e´s cert per n − 1 i comprovem que e´s cert per n. Donat A anell
noetheria` i donades les variables X1, X2, ..., Xn−1, per hipo`tesi d’induccio´ A[X1, X2, ..., Xn−1]
e´s anell noetheria`.
Donat A[X1, X2, ..., Xn−1] anell noetheria` i donada la variable Xn, pel Teorema de la base de
Hilbert, A[X1, X2, ..., Xn−1][Xn] = A[X1, X2, ..., Xn] e´s noetheria`. 
Corol·lari 4.2.3. Sigui k un cos. Siguin X1, X2, ..., Xn variables sobre k.
Aleshores k[X1, X2, ..., Xn] e´s anell noetheria`.
Demostracio´: Si k e´s un cos sabem que k e´s un anell que nome´s te´ dos ideals que so´n el (0) i
el total, k. L’ideal (0) esta` generat pel 0 i l’ideal k esta` generat per 1. Per tant tots els ideals
de k so´n finitament generats, e´s a dir, k e´s anell noetheria`. Pel corol·lari 4.2.2, k[X1, X2, ..., Xn]
e´s anell noetheria`. 
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5.1 Mo`duls
Definicio´ 5.1.1. Sigui A un anell commutatiu amb unitat 1. Sigui M un conjunt no buit.
Aleshores diem que M e´s A-mo`dul si compleix les segu¨ents propietats:
• (M,+) e´s un grup abelia`, e´s a dir, existeix una operacio´ interna M ×M −→M
(x, y) 7−→ x+ y
que satisfa` les quatre propietats de grup abelia`:
1. Associativa: (x+ y) + z = x+ (y + z)
2. Existe`ncia de neutre: x+ 0 = x = 0 + x
3. Existe`ncia d’oposat: Per tot x ∈M existeix (−x) ∈M tal que x+(−x) = 0 = (−x)+x
4. Commutativa: x+ y = y + x
• Existeix una operacio´ externa A×M −→M
(a, x) 7−→ ax que compleix:
1. (a+ b)·x = ax+ bx ∀a, b ∈ A i ∀x ∈M .
2. (a·b)·x = a·(b·x) ∀a, b ∈ A i ∀x ∈M .
3. a·(x+ y) = ax+ ay ∀a ∈ A i ∀x, y ∈M .
4. 1·x = x, on 1 e´s la unitat de A.
Exemples:
1. Sigui A = k, e´s a dir, sigui A un cos. Aleshores M A-mo`dul ≡ M k-espai vectorial.
2. Sigui A = Z, aleshores M Z-mo`dul ≡ M grup abelia`.
Si M e´s Z-mo`dul, definim la operacio´ externa
Z×M −→M
(n, x) 7−→ n·x :=
{
x+ x+ ...+ x si n ≥ 0
(−x) + (−x) + ...+ (−x) si n ≤ 0
Aquesta operacio´ e´s un producte per escalar que compleix les quatre propietats de la
definicio´ de mo`dul:
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(a) Siguin a, b enters i sigui x un element de M .
Si a, b ≥ 0, (a+ b)x = x+x+ ...+x, a+ b vegades. ax = x+ ...+x, sumat a vegades
i bx = x+ ...+ x, sumat b vegades. Per tant, (a+ b)x = ax+ bx.
Si a, b ≤ 0, la demostracio´ e´s ide`ntica pero` substitu¨ınt x per −x, e´s a dir, sumant −x
a+ b vegades.
Si a ≥ 0 i b ≤ 0, ax = x+x+ ...+x, sumat a vegades. bx = (−x) + ...+ (−x), sumat
b vegades. Aix´ı doncs, ax+ bx = x+ x+ ...+ x+ (−x) + ...+ (−x) = (a+ b)x.
(b) Siguin a, b ∈ Z i x ∈M .
Si a ≥ 0 i b ≥ 0, a(bx) = a(x + ... + x), la x sumada b vegades. I a(x + ... + x) =
(x+ ...+ x) + (x+ ...+ x) + ...+ (x+ ...+ x), e´s a dir, (x+ ...+ x) sumat a vegades.
Per tant, tenim la x sumada a·b vegades. Per tant, a(bx) = (ab)x.
Si a ≤ 0 i b ≤ 0, a(bx) = a((−x)+ ...+(−x)) = −((−x)+ ...+(−x))+ ...+(−((−x)+
...+ (−x))) = −(−x) + (−(−x)) + ...+ (−(−x)) = x+ x+ ...+ x = (ab)x.
(c) Sigui n ∈ Z i siguin x, y ∈M .
Si n ≥ 0, n(x + y) = (x + y) + (x + y) + ... + (x + y) sumat n vegades. Aleshores
(x+y)+(x+y)+...+(x+y) = x+y+x+y+...+x+y = x+x+...+x+y+y+...+y =
nx+ ny.
Si n ≤ 0, n(x + y) = −(x + y) + (−(x + y)) + ... + (−(x + y)) = (−x − y) + (−x −
y) + ...+ (−x− y) = (−x) + ...+ (−x) + (−y) + ...+ (−y) = nx+ ny.
(d) La unitat de Z e´s 1. Aleshores 1·x e´s la suma de x una sola vegada, e´s a dir, 1·x = x.
3. Sigui A un anell i a un ideal de A. Aleshores a e´s un A-mo`dul.
E´s cert ja que (a,+) e´s subgrup de (A,+) que e´s grup commutatiu, i el producte per
escalar e´s
A× a −→ a
(a, x) 7−→ a·x
I per definicio´ d’ideal a·x pertany a a. Aix´ı doncs, de manera “natural” els ideals a de A
so´n A-mo`duls.
En particular, si agafem a = A, A e´s A-mo`dul.
Observacio´: D’aquest u´ltim exemple podem concloure que els mo`duls es poden entendre com
una generalitzacio´ dels ideals.
Observacio´: El problema que ens trobem quan tractem amb A-mo`duls e´s que en general
no hi ha bases, e´s a dir, podem trobar mo`duls que no tenen base.
Exemple: Un exemple que prova l’observacio´ anterior e´s A = k[x, y]
Prenem M = m = (x, y) = {f ·x+ g·y | f, g ∈ A}
Aleshores {x, y} generen m ja que tot h ∈ m e´s, per definicio´, de la forma h = fx + gy per a
certs f, g ∈ A.
En canvi x, y no so´n A-linealment independents, ja que (−y)·x+ (x)·y = 0, on −y 6= 0 i x 6= 0.
Pero` {x} tot sol no genera m, ni {y} genera m. E´s a dir, si del conjunt {x, y}, que genera m
i no son linealment independents, traiem algun element, aleshores el conjunt restant deixa de
generar m.
Per tant, tenim {x, y} que generen m pero` no so´n linealment independents, per tant no so´n base.
I a me´s no te´ cap subconjunt que sigui base, perque` tot subconjunt deixa de ser generador.
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La idea e´s que si tenim λx+ µy = 0 on λ, µ ∈ K amb λ, µ 6= 0, aleshores λ e´s invertible.
Per tant podem fer λ−1(λx+ µy) = 0.
E´s a dir, (λ−1λ)x+ (λ−1µ)y = 1·x+ (λ−1µ)y = x+ (λ−1µ)y = 0.
Aix´ı podem escriure x en funcio´ de y, x = −(λ−1µ)y.
D’aquesta manera tindriem que tot conjunt d’elements linealment independents es pot ampliar
a una base i tot conjunt de generadors es pot reduir a una base.
Aixo`, en el cas de mo`duls no funciona.
Per intentar evitar aquest problema lo ma`xim possible utilitzem el mo`dul quocient.
5.2 Mo`dul quocient
Siguin A un anell commutatiu, M un A-mo`dul i N ⊆ M un submo`dul, e´s a dir, N 6= ∅, per a
tot parell d’elements x, y ∈ N la suma pertany a N , x+ y ∈ N , i per a tot element x ∈ N i tot
element a ∈ A el producte d’a per x pertany a N , ax ∈ N .
Definicio´ 5.2.1. El mo`dul quocient de M per N (si N e´s un submo`dul de M) e´s M/N =
{x | x ∈M} = M/ ∼ on x = x+N = {x+ u | u ∈ N}
Definicio´ 5.2.2. M/N e´s A-mo`dul amb la suma x+ y = x+ y i el producte a·x = a·x
Exercici: La suma i el producte estan ben definits.
Si x ∼ x′ i y ∼ y′, volem veure que x+ y ∼ x′ + y′.
Si x ∼ x′ ⇒ x− x′ ∈ N . Si y ∼ y′ ⇒ y − y′ ∈ N .
Aleshores, com que N e´s mo`dul, x− x′ + y − y′ = x+ y − x′ − y′ = x+ y − (x′ + y′) ∈ N . Per
tant, x+ y ∼ x′ + y′.
Si x ∼ x′ i a ∈ A, volem veure que ax ∼ ax′.
Si x ∼ x′ ⇒ x− x′ ∈ N . Com que N e´s mo`dul, per a tot a ∈ A es compleix que a(x− x′) ∈ N .
Aleshores, a(x− x′) = ax− ax′ ∈ N . Per tant, ax ∼ ax′.
Es compleixen les 4 propietats de la suma:
1. Associativa: (x + y) + z = x+ y + z = x+ y + z = x + y + z = x + (y + z), per tot
x, y, z ∈M/N .
2. Existe`ncia de neutre: x+ 0 = x+ 0 = x = 0 + x = 0 + x per tot x ∈M/N .
3. Existe`ncia d’oposat: Per tot x ∈M/N existeix −x ∈M/N tan que x+−x = x+ (−x) =
0 = (−x) + x = −x+ x.
4. Commutativa: x+ y = x+ y = y + x = y + x, per tot x, y ∈M/N .
Es compleixen tambe´ les 4 propietats del producte:
1. (a+ b)·x = (a+ b)x = ax+ bx = ax+ bx = a·x+ b·x, per tot a, b ∈ A i per tot x ∈M/N .
2. (a·b)x = (a·b)x = a·(b·x) = a·(b·x) = a·(b·x), per tot a, b ∈ A i per tot x ∈M/N .
3. a(x + y) = a(x+ y) = a(x+ y) = ax+ ay = ax + ay = ax + ay, per tot a ∈ A i per tot
x, y ∈M/N .
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4. 1·x = 1·x = x.
Exemple: Un exemple particular molt interessant.
Sigui A un anell i sigui a un ideal.
A e´s A-mo`dul, a e´s A-mo`dul i a ⊆ A. Aleshores A/a e´s A-mo`dul.
La suma e´s
A/a×A/a −→ A/a
(a, b) 7−→ a+ b
I el producte extern e´s
A×A/a −→ A/a
(a, b) 7−→ a·b = a·b
A me´s A/a tambe´ e´s anell, on el producte intern e´s
A/a×A/a −→ A/a
(a, b) 7−→ a·b = a·b
E´s a dir, com que A/a e´s anell tambe´ e´s un A/a-mo`dul.
a·b = ab = a·b
El producte de A/a-mo`dul e´s igual al producte de A-mo`dul.
Exemple: Un altre exemple.
A anell, a ideal i M un A-mo`dul.
Sigui N = a·M = {∑ni=1 aixi | ai ∈ a, xi ∈M}. N e´s un submo`dul de M .
E´s fa`cil comprovar que e´s submo`dul. N 6= ∅ ja que, per definicio´, tant a com M so´n no buits. Tot
parell d’elements x, y de N so´n de la forma x =
∑n
i=1 aixi amb ai ∈ a, xi ∈M i y =
∑m
j=1 bjyj
amb bj ∈ a, yj ∈M . Per tant si els sumem tenim x+ y =
∑n
i=1 aixi +
∑m
j=1 bjyj =
∑n+m
k=1 ckzk
on ck ∈ a, en particular ck e´s o be´ ai o be´ bj , i zk ∈ M i zk pot ser o be´ xi o be´ yj . Per
tant la suma x + y ∈ N . I finalment, donat un element a ∈ A qualsevol i donat un element
x ∈ N vegem que el producte ax ∈ N . Sabem que x e´s de la forma x = ∑ni=1 aixi, per tant,
ax = a(
∑n
i=1 aixi) =
∑n
i=1 aaixi. Com que ai ∈ a i a e´s ideal, per definicio´, aai ∈ a i a me´s
xi ∈M , per tant ax ∈ N .
Podem fer el quocient M/N = M/aM . Per tant, M/aM e´s un A-mo`dul. I tambe´ e´s un
A/a-mo`dul amb el producte extern
A/a×M/aM −→M/aM
(a, x) 7−→ a·x = a·x
Aquest producte esta` ben definit. Siguin a, a′ ∈ A, si a = a′ aleshores a − a′ ∈ a. Siguin
x, x′ ∈M , si x = x′ aleshores x− x′ ∈ aM .
Aleshores ax− a′x′ = ax− a′x+ a′x− a′x′ = (a− a′)x+ a′(x− x′) ∈ aM
Vegem que es compleixen les quatre propietats del producte:
1. (a+ b)·x = a·x+ b·x, per tot a, b ∈ A/a i per a tot x ∈M/aM .
Donats a i b elements de A/a, la suma a + b = a+ b pertany a A/a perque` e´s A-mo`dul.
Aleshores (a+ b)·x = (a+ b)·x = (a+ b)·x = a·x+ b·x = a·x+ b·x = a·x+ b·x.
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2. (a·b)·x = a·(b·x), per tot a, b ∈ A/a i per a tot x ∈M/aM .
Com que A/a e´s anell tenim que a·b = a·b pertany a A/a. Aleshores (a·b)·x = (a·b)·x. Per
definicio´ (a·b)·x = (a·b)·x. Com que a, b ∈ A i x ∈M que e´s A-mo`dul, (a·b)·x = a·(b·x). I
per u´ltim, per definicio´ un altre cop, a·(b·x) = a·(b·x) = a·(b·x).
3. a·(x+ y) = ax+ ay, per a tot a ∈ A/a i per a tot x, y ∈M/aM .
Tenim a·(x + y) = a·(x+ y) = a·(x+ y). Com que a ∈ A i x, y ∈ M , tenim a·(x+ y) =
ax+ ay. I per u´ltim, ax+ ay = ax+ ay = ax+ ay.
4. Sigui 1 la unitat de A/a. Aleshores 1·x = 1·x = x, per tot x ∈M/aM .
Exemple: Cas particular
Sigui (A,m) un anell local. En aquest cas m e´s l’ideal. Sigui M un A-mo`dul.
Aleshores M/mM e´s un A/m-mo`dul.
Com hem vist a la proposicio´ 1.5.8 A/m e´s cos. Per tant M/mM e´s k-mo`dul.
E´s a dir, M/m e´s un espai vectorial sobre el cos A/m.
5.3 Teoremes d’isomorfismes per mo`duls
Teorema 5.3.1 (PRIMER TEOREMA D’ISOMORFISME). Siguin M i N A-mo`duls i sigui
f : M −→ N una aplicacio´ lineal. Aleshores
M/Nuc(f) ∼= Im(f)
Teorema 5.3.2 (SEGON TEOREMA D’ISOMORFISME). Sigui M un A-mo`dul i siguin
L,N ⊆M submo`duls. Aleshores
(L+N)/N ∼= L/(L ∩N)
Teorema 5.3.3 (TERCER TEOREMA D’ISOMORFISME). Siguin L ⊆ N ⊆ M A-mo`duls i
sabem que N/L ⊆M/L. Aleshores
(M/L)/(N/L) ∼= M/N
5.4 Lema de Nakayama
Lema 5.4.1 (LEMA DE NAKAYAMA). Sigui A un anell commutatiu i sigui a un ideal con-
tingut en tots els ideals maximals de A, a ⊂ J(A) = ⋂m∈Max(A)m. Sigui M un A-mo`dul
finitament general, M = 〈x1, ..., xn〉 = {
∑
aixi | ai ∈ A}.
1. Si M = aM , aleshores M = 0.
2. Si N ⊆M submo`dul tal que M = N + aM , aleshores M = N .
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Demostracio´: (1) Sigui {x1, ..., xn} un conjunt generador de M minimal, en el sentit que qual-
sevol subconjunt de {x1, ..., xn} ja no genera M .
Tenim que aM = {∑ aiyi | ai ∈ a, yi = ∑nj=1 λjxj ∈M}, per tant ∑ aiyi = ∑ ai(∑nj=1 λjxj) =∑n
i=1 bixi.
Com que x1 ∈M = aM , aleshores x1 = a1x1 + a2x2 + ...+ anxn per a certs ai ∈ a.
Aleshores, x1 − a1x1 = a2x2 + ...+ anxn.
Per tant, (1− a1)x1 = a2x2 + ...+ anxn.
a1 ∈ a per tant (1− a1) /∈ a (perque` si (1− a1) ∈ a llavors 1 ∈ a i a = A).
Com que (1− a1) /∈ a ⊂ m per tot m, aixo` vol dir que (1− a1) ∈ m per tot m.
Com vem veure a la proposicio´ 1.6.5, si (1−a1) no pertany a cap maximal aleshores e´s invertible,
(1− a1) ∈ A∗. Per tant existeix (1− a1)−1 i fem (1− a1)−1(1− a1)x1 = (1− a1)−1a2x2 + ...+
(1− a1)−1anxn.
x1 = ((1− a1)−1a2)x2 + ...+ ((1− a1)−1an)xn.
E´s a dir, x1 e´s combinacio´ lineal de x2, ..., xn i x1, x2, ..., xn generen M . Per tant, x2, ..., xn
generen M . Contradiccio´!!
(2) Suposem que M = N + aM . Aleshores M/N = (N + aM)/N = a(M/N).
Comprovem que efectivament (aM +N)/N = a(M/N).
Vegem (aM +N)/N ⊇ a(M/N).
Sigui x ∈ a(M/N), aleshores x = ay on a ∈ a i y ∈ M/N , que vol dir que y = {y + u | y ∈
M,u ∈ N}. Aixo` vol dir que x e´s de la forma x = a(y + u) per uns certs a ∈ a, y ∈M i u ∈ N .
Per tant tenim que x = ay + au on ay ∈ aM i au ∈ N , perque` N e´s submo`dul. Aix´ı doncs
x ∈ aM +N i x ∈ (aM +N)/N .
Vegem (aM +N)/N ⊆ a(M/N).
Sigui x ∈ (aM + N)/N . Aixo` vol dir que x ∈ aM + N , per tant e´s de la forma x = ay + n,
per a uns certs a ∈ a, y ∈ M i n ∈ N . Tenim doncs que x = ay + n = {ay + n+ u | u ∈ N} =
{ay + v | v ∈ N} = ay = ay. Per tant, x ∈ a(M/N).
Per tant, (M/N) = a(M/N) i com que M/N e´s finitament generat (M = 〈x1, ..., xn〉 e´s finita-
ment generat aleshores M/N = 〈x1, ..., xn〉 e´s finitament generat) i a ⊂ J(A), per l’apartat (1)
M/N = 0, e´s a dir, M = N . 
Corol·lari 5.4.2. Sigui A un anell local i sigui m el seu ideal maximal. Denotem per k el cos
residual k = A/m. Sigui M un A-mo`dul finitament generat. Siguin a1, ..., an elements de M .
Aleshores, 〈a1, ..., an〉 generen M com a A-mo`dul si i nome´s si 〈a1 +mM, ..., an +mM〉 generen
M/mM com a k-espai vectorial.
Demostracio´: Si a1, ..., an generen M , aleshores les seves classes mo`dul mM , generen l’es-
pai vectorial M/mM .
Rec´ıprocament, suposem que a1+mM, ..., an+mM generen M/mM i sigui N el submo`dul de M
generat per a1, ..., an. La composicio´ N →M →M/mM e´s exhaustiva, i per tant M = N+mM .
Aleshores pel lema de Nakayama M = N . 
Corol·lari 5.4.3. Sigui A un anell noetheria` local amb ideal maximal m.
Els elements a1, ..., an de m generen m com un ideal si y nome´s si a1 + m
2, ..., an + m
2 generen
m/m2 com a k-espai vectorial on k = A/m.
En particular, el mı´nim nombre de generadors de l’ideal maximal e´s igual a la dimensio´ de l’e-
spai vectorial m/m2.
39
5.4. LEMA DE NAKAYAMA Cap´ıtol 5. LEMA DE NAKAYAMA
Demostracio´: Com que A e´s anell noetheria` i m e´s finitament generat, podem aplicar el
corolari anterior amb M = m. 
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